/ N\ /

/N YA )

\ VL V] \

\ /\ /\ /
\/ \/ \/

The German Computer Freaks
www. gcf . de Si nce 1997

I\
[\
I # 1
4-di mensi onal e bj ekte Science \ /
(c) Roger "oCaS" Zenner [ocas@reakx.net] , 17.11.02 \/
I nhal t
0. Vorwort S 1
1. Hinfdhrung S. 2
2.  Uberfiihrung von Korpern S. 3
3. Der Hyperkubus I S. 4
4. Faltungen i m Raum S.5
5. Der Hyperkubus I1 S. 8
6. Der Hypertetraeder S. 10
7. Di e Hyperkugel S. 12
8. Andere 4-di nensional e Korper S. 14
9. Nachwort S. 14
10. AbschlielRendes & Tips S. 14

0. Vorwort

Vor kurzemunterhielt ich mch mt einemFreund, Uber genau das Themm, Uber das
ich an dieser Stelle schreiben nbchte. Wr fanden heraus, dass man zwar zu den
ei nzel nen Unterpunkten dieses Themas im Internet recht viele Informationen
findet, allerdings wenig Pragnantes, |Informatives und zugl ei ch Zusanmenbi ndendes.

I mfol genden Paper zum Thera 4-di nensi onal e Obj ekt e nbcht e i ch haupt sédchli ch auf
di e Konstruktion und di e Herl ei t ungen der Korper ei ngehen. Ich hoffe weitestgehend
auf die tiefere Mathematik verzichten zu konnen, die sich hinter di esem Thema
verbirgt, wobei ich allerdings nicht garantieren kann, dass ich ganz ohne sie
auskome.

Weiterhin verwende ich in diesem Text sehr viele Gafiken, zum Teil aus dem
Internet mt Quell enangabe, zum Teil selbst erstellt. G afiken und Bilder sind
bei ei nemso konmpl exen Thema mei ner Mei nung nach absol ut unerl dsslich. Ich hatte
den Text auch ganz ohne grafische Mttel gestalten kdnnen, wobei ich mr allerdings
denke, dass man a) weder di e Korper wirklich versteht b) noch viel Spal bei ei nem
dann sehr trockenen Text haben wird.

Ich hoffe dennoch, dass ich dieses Paper -ob mt oder ohne Mthematik- so
gestal tet habe, dass ihr Leser dort drauflen nach dem Lesen vielleicht ein wenig
vertrauter mt dieser doch etwas seltsanmen Materie seid und -bzw. ‘oder’, falls
das andere nicht der Fall sein sollte- euch das Lesen des Textes weni gstens ein
bi sschen SpalR und ein paar unterhaltsame M nuten gebracht hat.

Somt winsche ich nun viel SpalR beim Lesen (denn ich hatte ihn bei m Schrei ben)
di eses Textes.

-der Autor



1. Hi nfidhrung

Wr beschéaftigen uns in diesem Paper also wie bereits geschrieben mt 4-
di mensi onal en Obj ekten. Dies setzt voraus, dass wir w ssen, dass wr nichts
w ssen. Oder besser: Dass wir nichts sehen! 4-di mensi onal e Obj ekt e befinden sich
-wie ihr Nanme sagt- nicht wie wir in 3, sondern eben in 4 Dinensionen. Daraus
ergibt sich ein kleiner Nachteil: Wr koénnen diese Objekte eben nicht we
"gewdhnl i che" 3-di nensi onal e Kor per wahr nehnmen. Wr koénnten nur jenen Teil sehen
(wenn es diese hypothetischen GCebilde gébe), welcher sich in unseren 3
Raundi mensi onen befi ndet.

Di es klingt ein wenig sehr stockend, deshal b nichte ich es an einemviel zitierten
Bei spi el erl&utern: Das Beispiel von Flachl and:

Stellt euch eine Welt vor, die nur auf den 2 Papi erebenen existiert, zumBei spi el
2 Manner. Was ware, wenn Mann A nun an Mann B vorbei gehen nbchte? In unserer 3-
di mensi onal en Welt ware dies kein Problem Er geht einfach vor oder hinter der
anderen Person vorbei. Dies ist jedoch in dieser Welt nicht mbglich. Uman i hm
"vor bei "zukonmen, misste Mann A _Uber__ Mann B steigen, da kei ne Ti ef endi mensi on
vorhanden ist, die er benutzen kénnte, um vorne oder hinter ihm vorbeizugehen.
Soweit verstanden? Winder bar!

Nun stellen wir uns uns noch als "Uberwesen" vor, die in diese Wlt eingreifen
kénnten. Was wirden di ese sogenannten Fl achl ander sehen, wenn wir uns ei nen von
i hnen nehnmen wirden und i hn einfach in unsere Welt zerren wirden? We ihr euch
si cher schon denken koénnt: Der Fl achl &nder verschw ndet ei nfach. Aber w eso? Die
Antwort lauft nmal w eder auf das gleiche Problem hinaus wie im vorherigen
Bei spi el : Es gi bt kei ne Ti ef endi nension. Wr wirden al s den Fl achl &nder faktisch
in eine D nension mtnehnen, die alle anderen Fl achl ander nicht sehen kdnnen,
was -mt anderen Wort en- eben darauf hi nausl auft dass er auf ei nmal verschw ndet.

Um di eses Spi el noch weiterzutrei ben: Was wirde denn der Fl achl &nder in unseren
3 Di nrensi onen sehen? Fast nichts! COder sehr viel, wie man es nimmt. Nehnen wir
hier als Beispiel eine hohle Kugel, die wir an dem Kopf des Fl achl &nders vor bei
| auf en | assen:

Zunachst wirde er einen Punkt sehen. Dieser Punkt wirde sehr schnell zu einem
groReren Kreis werden, der hohl wire - solange bis die Kugel weiterrollt. Der
Kreis wirde dann w eder kleiner, zu einem Punkt werden und schliel}lich ganz
verschwi nden - und der Mann wirde sehr verwi rrt dreinschauen (wi e auch wr das
wirden wenn so etwas vor unseren Augen erscheint und w eder verschw ndet, ohne
ei ne Spur zu hinterl assen).

Und noch ein wenig weiter: Kame di eser Flachl d&nder nun zurick nach Fl achland in
sei ne al t bekannten 2 Di nensionen - was kdnnte er berichten? Er kdnnte genau von
sol chen Di ngen berichten, von denen er SEHR viel e sehen wirde. Er wirde sagen,
dass er dauernd wechsel nde Farben gesehen hat, Objekte erschienen und ins N chts
ver schwanden, dass er sich durch diesen Urstand bedingt selbst sich nicht
traute, sich zu bewegen - und dann wirde er ei ngesperrt werden i n ei ne geschl ossene
Anstalt. (umden "Realisnus" ein wenig zu fdrdern)

Und nun: Wzu das al |l es?

Di eses Beispiel soll verdeutlichen, in welcher Situation wr uns gegeniber der
sogenannt en 4. Raundi nensi on befinden. Wr koénnen faktisch nichts erkennen - und
das was wir sehen, wire sinnlos und fur uns unverstandlich. Dennoch gibt es
Modell e, die in der Lage sind, solche Dinge zu "simulieren". Einige Beispiele
werden sie in diesem Text auch finden, was die Verstandlichkeit unter Urstanden
auch erl eichtern kann (und hoffentlich nicht erschwert). Doch nun wollen wir uns
nicht nmehr mt 2, sondern endgultig mt 4 D nmensionen beschéaftigen:



2. Uberfihrung von Koérpern

Auch wenn i ch nun versprochen habe, mich in 4 D nmensi onen zu bewegen, so nuss ich
dennoch einen kurzen Abstecher durch die restlichen 3 machen: Die Uberf dhrung
vonei nem Kor per von Dinension x in die D nmension x+1

Begi nnen wir am Besten bei Dinmension 0. 0? Ja, selbst die gibt es: Sie besteht
aus ei nem ei nfachen Punkt.

Abb. 2.1: Ein Punkt

Di eser Punkt nuss, wenn er das Kriterium erfullen will, nur in der nullten
Di nensi on zu exi steren, keinerlei Ausdehnung haben. Das hei Bt, er nmuss unendlich
kl ei n sein, eben ein nmat hemati scher Punkt (z.B. in ei nemKoordinatensystemn). Nun
kann nman di esen Punkt aus Dinmension O in ein Objekt der Dinension 1 (Breite)
Uber fidhren. Dazu nuss man den Punkt strecken, und zwar in eben diese “neue”
Di mension: Wr erhalten eine Linie.

|
Abb 2.2: Eine Linie oder Strecke
Somt haben wir bereits ein 1-di nmensional es Objekt, eine Linie. Wnn nman di eses

Obj ekt nun wi ederumin einer weiteren hinzukomenden Di nension (Hohe) streckt,
so erhalt man... korrekt, ein Quadrat.

Abb. 2.3: Ein Quadrat

In den nachsten Darstellungen werde ich dieses Quadrat zur besseren Ubersicht
al I erdi ngs hohl (d.h. nehr oder m nder durchsichtig) gestalten. Zu erwahnen se
bei di esen Uberfiihrungen, dass man dabei kei ne Di mensi on ausl assen kann. So i st
es z.B. nicht nbglich, aus einem Punkt ein Quadrat zu machen, indemich es in
eine Richtung erweitere. Sel bst wenn man di esen Punkt in 2 Ri chtungen ausdehnt,
so hat man kein Quadrat. Doch nun weiter, denn imrerhin fol gen nach dem Quadr at
weitere Korper, w e zum Beispiel der Quader. Dazu stellen wir uns fol gende
ei nfache Frage: Was ist ein Quader (bzw Wirfel bei gleicher Seitenl &nge)? Die
Antwort ist sicher jedem klar, aber nicht so einfach zu fornulieren, deshalb
nehnmen wir auch hier unsere Uberfihrungsmethode. Wr haben nun eine Linie (1-
dimensional) in ein Quadrat (2-dinmensional) dberfihrt, nun folgt der néchste
Schritt. Auch hier erweitern wir unser vorhandenes Cbjekt w eder um ei ne neue
Dinension, die Dritte (die man hier auch als Z-Achse bezei chnen kdnnte).

Abb. 2.3: Ein Wirfel




Der Quader ist in diesemBild nun hal b-transparent dargestellt, d.h. Linien die
davon nicht zu sehen sind, sind gestrichelt zu sehen

3. Der Hyperkubus |

Nun kommt der konplexere Teil, denn ich habe ein 3-dinmensionales Objekt und
nicht e daraus ein 3+1-di nensional es, sprich 4-dinensional es nachen. Nur bringt
uns unser Verstand hier an die besagte Grenze: Es ist uns nicht ndglich uns eine
wei tere Raundi mension vorzustellen. Nun betreten wir aber eben diesen Raum
Dabei sei darauf hingew esen, dass ich einige Gafiken und Bilder imlnternet
zusanmengesucht habe, da dort sehr brauchbare Darstellungen existieren. Die
Quelle der Bilder wird sel bstverstandlich angegeben. Aber weiter im Text. Ein
sol ches in 4 Dinmensionen gestrecktes Cebilde ware fir uns so wahrnehnbar:

Abb. 2.3: Hyperkubus in der Seitenansicht

Quel | e:

http: // ww. mat hemat i sche- bast el ei en. de/ hyper kubus. ht m

Dies ist ein “4-dinmensionaler Wirfel”, der auch Hyper kubus oder Tesseract genannt
wird. Der Begriff “4-dinmensionaler Wirfel” ist in sofern falsch, da ein Wirfe
ein 3-di nensional er Korper ist. Deshalb spreche ich imweiteren Verlauf, auch
wenn es ein weni g gewdhnungsbedurftig sein nmag, von dem Hyperkubus.

We kann ich mr einen sol chen Hyperkubus nun vorstellen?

Di e Abbil dung ist, obwohl sie recht einfach ist, doch eher undurchschaubar. Um
auch di es ei n weni g besser verstehen zu kénnen missen wi r das Kapitel “Hyperkubus”
noch ei nmal kurz unterbrechen um zum Thema “Fal tungen” zu komren - kei ne Sorge
, danach geht es nmunter weiter.



4. Fal tungen i m Raum

Unden Auf bau des Hyper kubus zu ver st ehen, schauen wir uns ei ne andere Mgl i chkei t
an, umKorper zu erstellen. We wir bereits wi ssen, kénnen wir ei nen Punkt durch
Streckung in eine Linie uUberfidhren und diese w ederum durch Streckung in ein
Quadrat bzw. Viereck. Nun kann man al |l erdi ngs ei nen Wirfel auch noch auf anderem
Wege als durch Streckung erzeugen. Diese Mthode dirfte jedem von euch, der
i rgendwann nmal ei nen Ki ndergarten besucht hat, gel &ufig sein: Mt ei ner Schabl one.
Hi er ist einmal eine solche Falt-Schabl one:

Abb. 4.1: Faltblatt eines Wirfels

Quel | e:
http://ww.tinV.de/inmges/ werfel2.jpg

Hi er sind 2 sol cher Schabl onen abgebil det (insgesant gi bt es 11 Mglichkeiten,
wer sich einmal aus SpalR daran versuchen will, demsei hiermt die Gel egenheit
dazu gegeben); aus beiden kann man einen Wirfel falten. Dies durfte wohl 99%
al l er Leser bekannt sein, deshalb gehe ich an dieser Stelle auf die Technik w e
man falten nuss nicht weiter ein.

We man erkennen kann besteht diese Schabl one aus 6 2-di nensional en Cbj ekt en.
Durch Falten in eine andere Raunebende kann nman ein 3-dinensional es Cebil de
erstellen. Ahnlich verhalt es sich nit dem Hyperkubus: Man kann ei ne Schabl one
anfertigen, die -wenn nman sie imvierten Raum falten kdnnte- bei Faltung ein
neues, hoherdi nensional es bjekt, eben den Hyperkubus, ergibt. Eine solche
Schabl one nuss nun eben aus 3-di mensi onal en Obj ekt en bestehen. Um di e Spannung
ni cht zu sehr ansteigen zu lassen (denn wir |esen ja kein Science-Fiction Buch
sondern wi ssenschaftliche Erkenntnisse) nochte ich an di eser Stelle sagen, dass
man i nsgesanmt 8 Wirfel brauchte, um einen Hyperkubus zu falten.

Di e Zahl 8 kann nan dabei Uber eine Fornmel errechnen, die ich hier zwar nicht
darstellen will, allerdings nibchte ich die Folgen ninimal erlautern; einige
weni ge Informationen eben (da ich ja versprochen habe in dem Text so wenig
Mat hemati k wi e nbglich zu verwenden).

Uns bekannt e n-di nensi onal e Gebi | de haben fol gende Ei genschaften, die | eicht zu
Uber pr if en sind:

Di nensi on Ecken Kant en Quadrate Wir f el
1 2 1 0 0
2 4 4 1 0
3 8 12 6 1

Abb. 4.2: Eigenschaften n-dinensionaler Wirfel



D ese Werte | assen sich Uber mat hemati sche Fornel n errechnen, die ich hier aber
ni cht ndher erlautern nmbchte. Seit einiger Zeit kann man sich die Formeln und
Bewei se z. B. auf fol genden Seiten ansehen:

¢ http://ww. mat hemat i sche- bast el ei en. de/ hyper kubus. ht m
¢ http://ww.tordata.sel/streun/ mat h/ di 4/ acht zl bw. ht m

Di ese mat hemat i schen Fakten sind fur unser Thenma aber eher weni ger von Bedeut ung.
Was wichtigist, ist, dass man fir den Hyper kubus eben dadurch berechnen kann w e
viel e Fl &chen bzw. Wirfel man bendtigt - eben 8.

Das Cebil de, was man zumFal ten bendtigt i st somt ein “ausgefal teter” Hyperkubus,
wel cher sich dann Tesseract nennt. Und so sieht er dann aus:

—

L

Abb. 4.3: “Faltblatt” ei nes Hyperkubus

Dies ist naturlich -genau wi e beimWirfel-Faltplan- nur eine Mglichkeit einen
Hyper kubus zu falten; insgesant gibt es hierbei 261 Mglichkeiten. (D eses Ml
fordere ich euch nicht auf es auszuprobieren!) A's kleinen Ei nschub nbchte ich
al I erdi ngs sagen, dass dieses Cebilde viele Kinstler inspiriert hat, so auch
z.B. Salvador Dali, der folgendes Bild (auf der nachsten Seite) genalt hat.
Dieses mal ein wenig groRer, da ich das Bild personlich sehr beeindruckend
finde.

Nun aber weiter i mKonzept der Faltungen. Mt Hilfe di eses Wssens i st es uns nun
nmobgl i ch, zu verstehen w e ein solcher Hyperkubus entstehen kann. Deshal b rede
i ch auch nicht | ange umden hei Ben Brei, sondern mache mt demKapitel Hyperkubus
weiter.



Sal vador Dali: Crucifixion (1954)

Inspiriert von einem Hyperkubus nalte Dali die “noderne Kreuzigung”
(Crucifixion) mt Jesus und dessen Miutter Maria. (Dies stellt keine
Wer bung dar, sondern dient |ediglich der Verknupfung von W ssenschaft
und Kunst, die man in diesemBild sehr schén erkennen kann.)

Quel I e: http://ww. hayal evi . com cgi - bi n/ sanat gal eri si detay. asp?resi mr479



5. Der Hyperkubus 11

Nachdem wir nun das Prinzip der Faltung behandelt haben, schauen wir uns am
Besten eine andere Darstellung des Hyperkubus an:

Abb. 5.1: Aufsicht eines Hyperkubus
Quel le: http://wwmw tordata.se/streun/ mat h/ di md/ acht zel | . ht m

Dies ist eine Punktdarstellung des Hyperkubus. Cbwohl hier auch abstrahiert
wurde, lassen sich alle 8 Bestandteile noch gut identifizieren. Dazu eine
weitere Grafik die dies erleichtern soll:

Abb. 5.2: Die einzelnen Wirfel des Hyperkubus

Quel le: http://ww. mat henati sche- bast el ei en. de/ hyper kubus. ht m

Man beachte dabei, dass kein Wirfel nmehr in seiner urspringlichen Position und
Formvorliegt, auch genau wie bei demWirfel-Faltblatt. 6 Wirfel sind insgesant
sehr verzerrt. Sichtbar ist auch hier allerdings nur der 3-dinmensionale Teil, da
wi r eben ni cht mehr erkennen kénnen (dank unseremdoch i n di esemFal | beschr &nkten
CGehirn). Ein Wirfel ist faktisch komplett in sich selbst ineinandergefaltet
(2.Reihe, 1. Wirfel v.l.). Der letzte ist in sich selbst komprimert (1. Reihe,
1. Wirfel v.1.).

Ei n weiteres Schréagbil d des Hyper kubus niichte i ch an di eser Stell e noch anf ihren,
da es den gl ei chen Kubus eben nur w eder aus ei nemanderen W nkel zeigt; dennoch
sieht er anders aus als die anderen Abbil dungen:



Abb. 5.3: Eine weitere Seitenansicht eines Hyperkubus
Quel l e:

http://ww. tordata. se/ streun/ mat h/ di m4/ achtzel |l . htm

Nach di esen vielen Darstellungen nuss allerdings nochmal s erwahnt werden, dass
es sich inmmer umden gl ei chen Korper, den Hyper kubus handel t. Hyperkubus trifft
dabei die “Qoerbezei chnung” des bjektes; Tesseract nennt nman neistens die
“ausgefaltete” Version in Form der Schabl one; Achtzell die Darstellungen aus
ver schi edenen W nkel n, bei denen nman di e Sei ten eben besonders gut erkennt. Eine
“vol | komren korrekte” Darstellung des Hyperkubus ist natdrlich (aus mttlerweile
bekannten Griunden) nicht nmbglich, allerdings sind diese Abstraktionen fir das
Ver st andni s des Auf baus des 4-di mensi onal en Kérpers in jeder H nsicht unerlasslich.

Zum Abschl uss des Themas “Hyperkubus” nbchte ich noch eine Rendergrafik eines
Tesseract anbringen. Das Thena “4-di nensi onal e Koérper” ist damt aber noch nicht
abgeschl ossen; weitere Beispiele folgen i mnachsten Kapitel.

Abb. 5.4: Renderbild eines Tesseract
Quel le: http://privat.schlund.de/ T/ TA95/ hyper kub. ht m



6. Der Hypertetraeder

Zunédchst wi ederei nmal kl&ren wir nicht gleich, was denn der Hypertetrader ist,
sondern, da ja alles gut verstandlich sein soll: Was ist ein Tetraeder?

Ein Tetraeder ist ein 3-di mensional es Gebilde mt 4 gleich grol3en Seitenfl achen,
wel che mteinander verbunden sind. Daraus ergibt sich eine pyram dendhnliche
Form

Abb. 6.1: Ein Tetraeder

Quel I e: http://ww. pandd. denon. nl /rhino/ regveel vl . ht m

Di ese geonetri sche Formdirfte uns allen eigentlich gel &ufig sein. Nun gehen wir
direkt einmal zur Faltung Uber: We faltet man ei nen Hyper...nein! Fangen wir da
an, wo wir es ableiten kdnnen: We faltet nman einen Tetraeder?

Man benéti gt 4 gl ei che Drei ecksfl &chen, wel che in der 3. Dinensi on zusammengef al t et
werden. Ich denke auch das stellt kein Problem dar, allerdings finde ich, es
sollte zur besseren Ubersicht nochei nmal gesagt werden. Nun zur spannenderen
Frage: WAs ist dann ein Hypertetraeder?

We beim Hyperkubus bendtigt nan (wie nman nathenati sch berechnen kann) zur
Fal t ung ei nes Hypertetraeders nehr Korper als zur Faltung ei nes Tetraeders: Man
bendti gt genau 5. Auch hi er betrachten wir amE nfachsten zunachst ei ne Projektion
ei nes Hypertetraeders:

Abb. 6.2: Ein Hypertetraeder

Man kann mt ein wenig Denken und guten Augen alle 5 Objekte erkennen. Die
Konstruktion einer solchen Aufsicht kann man sich am Besten vorstellen, indem
man zu ei nem best ehenden Tetraeder einen weiteren Punkt auBerhalb erstellt und
diesen nit allen Ecken des Tetraeders verbindet. Man erhdlt so obiges Bild. Um
di e vorhandenen Tetraeder besser erkennen zu kénnen, betrachten wir das nachste
Bild:

Abb. 6.3: Die einzelnen Elenente des Hypertetraeders
Quel le: http://ww. nat henati sche-bast el ei en. de/ hypertetraeder. htm




WAs aussi eht wi e ei ne Anrei hung von Pent agrammen i st in Wahrheit nur di e bessere
Darstel l ung, aus wel chen Obj ekten der Hypertetrader “zusamengebaut” ist. We
schon bei m Hyper kubus existieren hier natidrlich auch mehrere Falt-Vorl agen,
wobei di ese jedoch ein weni g unf6rm ger aussehen al s bei demKubus. Auch das wird
am Besten an Hand einer G afik verdeutlicht:

Abb. 6.4: Zusammensetzung des Hypertetraeders und entstehende Form
Quel l e: http://ww. mat hemat i sche- bast el ei en. de/ hypertetraeder. htm

Man erkennt in dieser Gafik zugleich, dass die urspringlichen Fornen nur sehr
zumTei |l erhalten geblieben sind. Was wir sehen, ist der 3-dinensionale “Anteil”
der Hypertetraeders. Danmit ndchte ich die Struktur des Hypertetraeders auch
schon abschlieRen, da es hier auch mt nmathenmati schen Fakten nichts gibt, was
zum wei teren Verstandni s di eses Korpers beitriuge.



7. Di e Hyperkugel

Di e Hyperkugel ist wohl einer der interessantesten 4-dinensionalen Korper
obwohl dieses Kapitel vernutlich recht klein wird. Dies liegt an verschi edenen
Faktoren, die wir imLaufe des sel bi gen kennenl ernen werden.

Ei n Punkt davon ist, dass die Kugel nicht faltbar ist. Man kann eine Kugel
einfach nicht falten, weder im 3-dinmensionalen, noch im 4-di mensi onal en Raum
Ei ne Kugel ist die Menge aller Punkte die in einembesti mten Abstand (Radi us)
r zu einem Mttel punkt M liegen, naturlich in allen Dinensionen. An dieser
Stelle nmbchte ich -trotz vieler vorhergehender Bilder- auf ein Bild verzichten
da wohl jeder von uns in seinem Leben einmal eine Kugel gesehen hat. (Ganz
nebenbei |eben wir auf einer |eicht abgeflachten Kugel.)

Ein weiteres Problem der Hyperkugel, ist ihre Gestalt. Ist die Hyperkuge
absol ut rund, d.h. hat sie keine Ei nbuchtungen oder Ahnliches, so ist sie sehr
unspekt akul &r, hier deshalb ein Bild (-> deshalb verzichtete ich auch auf ein
Bild weiter oben):

Abb. 7.1: Eine (Hyper)Kugel

Qual l e: http://wwezenger.informatik.tu-nuenchen. de/l ehre/vorl esungen/ graphi k/ povray/| oesung/ | oesung3. ht m

Di e 3-dinensional e Darstellung ei ner gewdhnlichen Kugel ist also zugleich die
Darstel l ung einer Hyperkugel. Das ist an sich doch sehr unspektakul ar

Interessanter wird das Ganze, wenn die Kugel z.B. eine Delle hat, oder -wie die
Erde- abgeflacht wére. Eine Darstellung ist dann Uberhaupt nicht nmehr noglich,
weder im CGeiste, noch als Simulation, noch als Projektion. Die Hyperkugel kann
dann jegliche Formund jeglichen Unriss annehnmen. Bitte versucht es euch nicht
vorzust el Il en, man bekommt davon nur Kopfschmerzen

Lei der sind das schon alle Aspekte der Hyperkugel, die nichts mt Mthematik zu
tun haben, deshal b fihre i ch hier noch einen kleinen Vergleich an, danmt man die
AusmalRe ei ner Hyperkugel besser versteht:

W e auch bei einer 3D Kugel ist die 4D Kugel die Ansamm ung aller Punkte eines
Radius r umeinen Mttel punkt Min allen D nmensionen, d.h. in allen 4. Trotzdem
sind die Berechnungen einer Hyperkugel und einer “normalen” Kugel zienlich
ver schi eden:

Das Vol unen einer “nornmal en” Kugel berechnet sich 4/3 multipliziert mt der
Kreiszahl Pi (= etwa 3,14159) nmultipliziert mt dem quadrierten Radius:

V(3D-Kugel) = 4/3 * Pi * r2



Ei ne weitere Berechnung zur 3D-Kugel wire die Oberfl 4&che. Di ese i st berechenbar
durch 4 multipliziert mt Pi multipliziert mt dem Radius zum Quadrat:

O(3D-Kugel ) = 4 * Pi * r2

Di e Qberfl ache und das Vol unen ei ner Hyper kugel hi ngegen haben wesentlich groRere
Ausmalle. Nehnmen wir das Vol unen: Das Vol umen ei ner Hyperkugel ist sehr grof,

ndmich /2 multipliziert mt der quadrierten Kreiszahl Pi multipliziert mt dem
Radi us zum Quadrat multipliziert mt dem Radius zum Quadrat, d.h.

V(4D Kugel) = 1/2 * Pi2 * r2 * r2 = 1/2 * Pi2 * rn4

Das Vol unen i st al so umein Viel faches groRer. Ahnlich sieht es mit der Oberfl ache
aus. Diese ist so zu berechnen: 2 nultipliziert mt Pi zumQuadrat nultipliziert
mt dem Radi us i m Kubi k:

Q(4D-Kugel) =2 * Pi2 * r3

Auch die Qoerfl &che ist somt um einiges groler.

Di es soll nur verdeutlichen -da ich ja weitestgehends auf Mat hemati k verzichten
wol l'te-, in welchen Relationen die beiden Kugeltypen zueinander stehen. Ich

wi eder hol e deshal b noch ei nmal : Versucht es euch nicht vorzustellen, di e Ausmalle
und Fornen sind gigantisch!



8. Andere 4-di nensi onal e Kor per

ImPrinziplasst sich zu j edem3-di mensi onal en Kor per ei n 4-di mensi onal es Gegenst uck
finden. Sicherlich gibt es deshalb Hyperzylinder, Hypertuben, Hypertrapeze,
Hyper pyram den, Hyperikosaeder usw... Al erdings ware es ein sinnl oses unterfangen,
sie alle darstellen zu wollen, da die Menge der Korper unendlich grof3 ist,
Konpl exere Fl a&chenber echnungen von z.B. Hyperoktaedern wirden sogar den Rahnen
di eses Papers sprengen. |ch begnige mch deshalb mt den erl&auterten Objekten
und ndchte hiermit zum Ende des Textes gel angen.

9. Nachwort

Di eser Text ist in einer sehr |angen Nacht nach einem fast genausol angen Tag
ent standen. Schrei bf ehl er sind daher nicht absol ut auszuschliefRen. Wahrend ich
diese Zeilen tippe bricht grade der Mdrgen an und es wird schon w eder hell -
kurz gesagt: Es ist imMnent exakt 07:30. Schrei bbegi nn war zi enlich genau vor
5,5 Stunden. Seitdem habe ich eine hal be Packung Zi garetten und 6 Tassen Kaffee
konsum ert, zusamrenfassend: Mr geht es wunderbar :) Ich hoffe das Lesen des
Textes hat euch so viel SpalR gemacht wie mir das Schrei ben und ich hoffe, neine
CGedankengange und Erl &ut erungen waren nicht zu wrr.

Mein Dank gilt vor allem

- Du-Ne, mit demich uber solche Themen wunder bar diskutieren kann

- Azrael (z.zZt. Az[sleep]), mt demich bis 06:11 reden konnte und der m ch
durch seinen Online-Radi o-Stream notiviert und wachgehal ten hat

- RedDevill, der auch fur sol che Di skussionen inmer ein offenes Onhr hat

- den Machern von googl e. de/.com ohne die ich niemals an diese |Infornmationen
gekonmen war e

- [VIPIGrl fir ein paar lustige M nuten/ Stunden jeden Tag :)

- lgcf und den GCF, mit denen ich hoffentlich eine schdone Zeit haben werde

- und natirlich allen, die ich hier vergessen habe und allen, die der Meinung
sind, sie sollten doch hier an dieser Stelle stehen

10. Abschl i elRendes und Ti ps

Abschl i eRendes habe ich eigentlich nichts mehr zu sagen, was nicht bereits
erwdahnt wurde, allerdings enpfehle ich allen, die sich naher mt dieser Materie
beschafti gen wol |l en ei nen Besuch bei google.de, denn “Was googl e nicht findet
existiert nicht!” Ich verabschiede mch an dieser Stelle und winsche allen
Lesern noch ei nen wunderschdénen guten Morgen (07:43).

Nachtrag 15:30: Ich habe nmr den Text noch einmal durchgel esen und einige
Schrei bfehl er korrigiert, er sollte nun doch (fast) fehlerfrei sein; der Inhalt
i st jedoch der deiche ;)
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